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Hansruedi Kaiser
Fachrechnen vom Kopf auf die Fiisse gestellt
Mathematische Werkzeuge

Tabellen statt Formeln

Im beruflichen Alltag spielen einfache Proportionalitatsiiberlegungen eine grosse
Rolle: Wenn doppelt so viele Gaste kommen, muss ich doppelt so viel Reis kochen;
wenn die Spannung doppelt so gross ist, fliesst doppelt so viel Strom; wenn ich heute
nur ein Stockwerk an Stelle von zwei reinigen muss, sollte ich in der Hélfte der Zeit
fertig sein.

All diese Zusammenhange lassen sich elegant und knapp als Formel darstellen. Einige
dieser Formeln haben es dabei sogar zu einer gewissen Bertihmtheit gebracht, so
etwa U=RxI fiir den Zusammenhang zwischen Strom und Spannung.

Formeln sind aber eine Art stenographische Notation. Es braucht viel Routine, um
damit arbeiten zu kénnen, um beispielsweise zu sehen, welchen Einfluss die Verande-
rung einer Grosse auf andere Grossen hat (Devlin, 2012). Alternativ lassen sich jedoch
proportionale Zusammenhange auch als Tabellen darstellen. Und diese Art der Dar-
stellung eignet sich besser fir den alltaglichen Gebrauch.

Nursing Rule

Ein Beispiel daflir stammt aus einer Untersuchung aus England: Im Rahmen eines
Forschungsprojektes (Hoyles, Noss, & Pozzi, 2001) wurden Pflegende in einem Kinder-
spital beobachtet, wie sie eine Infusion vorbereiteten. Wie {iblich hatte der Arzt oder
die Arztin festgelegt, wie viel Milligramm eines Wirkstoffs ein bestimmtes Kind erhal-
ten sollte — beispielsweise 200 mg. Zur Verfligung standen standardisierte Packungen,
die jeweils 120 mg Wirkstoff gelost in 2 ml Flissigkeit enthielten. Die Pflegenden
mussten sich beim Vorbereiten der Infusion also tUberlegen, wie viele Packungen sie
bendtigten, um die vorgegebene Menge Wirkstoff zu erreichen.

Natirlich kann man diesen Zusammenhang mit Hilfe einer Formel darstellen. Etwa so:

<
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a: Wirkstoffmenge in der Standardpackung (mg)
b: Volumen der Standardpackung (ml)

c: Verordnete Wirkstoffmenge (mg)

d: Benotigtes Volumen (ml)
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Selbstverstdndlich konnte man diese Formeln nun nutzen, um jede beliebige der vier
Grossen aus den restlichen drei zu errechnen. Da im Berufsalltag aber immer dieselbe
Grosse gefragt ist — das benétigte Volumen — wird in England in den Schulen die For-
mel nach dieser Grosse aufgelost gelehrt:

WasDuBrauust(ml)= WasDuWwiltémg) )* Liefermeng(ml.praPackung

WasDuHas(mg.proPackung

Bekannt ist diese Formel als nursing rule. Mit den Zahlen des Beispiels:

200mg

333Bm=——"—"""—
120mg / Packung

*2ml / Packung

Der Unterricht in den Berufsfachschulen tragt also dem Umstand Rechnung, dass von
den potentiell moglichen vier Rechenaufgaben im beruflichen Alltag real nur eine
auftritt. Und mit der Wahl der Begriffe wird versucht, eine direkte Verbindung zu
dieser Situation herzustellen. Sowohl Lehrenden wie auch Vorgesetzte im Spital besta-
tigten den Forschern auf Anfrage, dass die Berechnung mit Hilfe dieser Formel die
Methode sei, mit der die Aufgabe im Alltag professionell geldst wiirde.

Die Forscher beobachteten anschliessend Pflegende im Berufsalltag um zu sehen, wie
diese wirklich vorgehen. Und dabei zeigte sich, dass die wenigsten Pflegenden zu
Papier und Bleistift oder dem Taschenrechner greifen und die Formel einsetzen. Viel-
mehr schienen sie ausgehend von dem Zahlenpaar auf der Packung (z.B. 20 mg in 10
ml) vor ihrem inneren Auge das Bild von zwei parallelen Skalen zu bilden; etwa wie
folgt:

20 mg 10 ml

10 mg 5 ml

1 mg 0.5 ml

0.5 mg 0.25 ml

Wird nun beispielsweise eine Dosis von 5 mg verlangt, wandern sie auf beiden Skalen
gleichzeitig in die entsprechende Richtung. Dabei machen sie rechnerisch einfach zu
bewiltigende Spriinge, also z.B. von 20mg/10ml zu 10mg/5ml (halbieren) und dann zu
5mg/2.5ml (nochmals halbieren). So kénnen sie schnell und mit grosser Sicherheit die
jeweils benotigte Flissigkeitsmenge bestimmen.

Dieses Alltagswerkzeug hat gegeniiber der nursing rule verschiedene Vorteile. Vor
allem ist sein Gebrauch viel weniger fehleranfallig. Dasselbe innere Bild von ,Milli-
gramm Wirkstoff gelost in Milliliter Flissigkeit” bleibt wahrend des ganzen Vorgangs
erhalten. Es kommt zu keinen Zwischenresultaten (wie nach dem Dividieren bei der
nursing rule), die schwierig zu interpretieren sind. Es entstehen daher kaum unent-
deckte Rechnungsfehler. Und schon gar keine wirklich gefahrlichen, wie sie beim
Rechnen nach der nursing rule auftreten kénnen, wenn man sich beispielsweise beim
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Dividieren um eine Kommastelle vergreift und pl6tzlich das Zehnfache des richtigen
Wertes erhalt. Entsprechend beobachteten die Forscher in Giber 80 Situationen auch
keine Fehler, obwohl die benétigten Mengen alle im Kopf berechnet wurden.

Milchtechnologen

In der modernen Mathematikdidaktik ist es nicht untiblich, proportionale Zusammen-
hédnge in Form von Wertetabellen als ,parallele Skalen” zu behandeln. In vielen Lehr-
mitteln findet man Aufgaben der folgenden Art:

Schreibe Preistabellen
a. Italienischer Gorgonzola

1000g | 500g | 400g | 300g | 250g | 200g | 100g | S50g 10g

14.- Fr 1.40 Fr

(Schweizer Zahlenbuch, 4. Klasse)

Das interessante am Vorgehen der Pflegenden ist aber, dass die Tabelle nicht dazu
dient, um darauf aufbauend die nursing rule zu lernen oder um die nursing rule zu
iben. Die Tabelle bzw. das Bild der parallelen Skalen ist das mathematische Instru-
ment der Wahl, das im beruflichen Alltag eingesetzt wird.

Aus der Forschung weiss man auch, dass Lernende auf der Sekundarstufe I, wenn sie
mit solchen Instrumenten arbeiten, deutlich weniger Fehler machen, als wenn sie
Formeln einsetzen. In einer Untersuchung wurden bei Einsatz von Formeln nur 30%
der Aufgaben richtig gel6st. Beim Einsatz andere Instrumente gab es hingegen 80%
richtige Losungen (Hafner, 2012).

Ein Grund dafir dirfte sein, dass beim Arbeiten mit parallelen Skalen keine Zwischen-
resultate entstehen, die nicht interpretiert werden (kdnnen) — wie etwa das Resultat
nach der Division bei der nursing rule.

Man kann solchen ,Zwischengréssen” eine Interpretation als ,Proportionalitatsfaktor”
geben: Im Arbeitsalltag der Milchtechnologe ist es typischerweise so, dass die angelie-
ferte Milch in Liter gemessen, aber spater dann in Kilogramm abgerechnet wird (fach-
rechnen: Milchverarbeitung). Daher muss irgendwann die Milchmenge von Liter in
Kilogramm umgerechnet werden. Auch dieser Zusammenhang lasst sich als Formel
darstellen:

m= pxV

V: Volumen der angelieferten Milch (1)
p: Dichte der Milch (kg/l)
m: Masse der angelieferten Milch (kg)

Der hier relevante Proportionalitdtsfaktor, die Dichte, hat also sogar einen Namen.
Allerdings haben die Lernenden erfahrungsgemadss trotzdem enorm Miihe, sich darun-
ter etwas vorzustellen. Dies dussert sich unter anderem darin, dass sie sich die mit der
Dichte verbundenen Masseinheiten nicht merken kénnen.

Auch hier erlaubt die Formel im Prinzip aus jeweils zwei Angaben die dritte zu berech-
nen. Im beruflichen Alltag tritt aber nur eine dieser Moglichkeiten auf, namlich die
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Umrechnung von Volumen in Masse. Und auch das lasst sich gut als parallele Skalen
handhaben und in Form einer Tabelle darstellen:

Milch Milch
(Liter) (kg)
1 1.032
100 103.2
1000 1032

Um mit dieser Berechnungssituation umgehen zu kdnnen, miissen angehenden Milch-
technologen so einfach wissen, wie schwer ein Liter Milch ist. Diese Information in der
ersten Zeile der Tabelle verankert die beiden Skalen gegenseitig. Die anderen Zeilen
ergeben sich daraus ohne weiteres und viele Werte kdnnen problemlos im Kopf gene-
riert werden.

Diese Darstellung und dieses Vorgehen haben den Vorteil, dass sie das Ganze auf das
in der Anwendungssituation Wesentliche reduziert. Die ,,Dichte” erhalt eine kontext-
bezogene konkrete Interpretation: Das Gewicht eines Liters Vollmilch. Dass diese
Angabe in der Physik , Dichte” genannt wird, ist in diesem Kontext irrelevant. (Auch
wenn es im Rahmen der beruflichen Grundbildung im Hinblick auf allgemeinbildende
Ziele behandelt werden kann und soll.)

Tabellen als mathematisches Modell und
Werkzeug bei einfacher Proportionalitat

Um mit Tabellen zu arbeiten, eignen sich vor allem einmal einfache proportionale
Zusammenhadnge im Sinne der erwdhnten Beispiele: ,,Wenn ich das hier verdopple,
muss ich auch jenes dort verdoppeln”. Tabellen dieser Art lassen sich besonders ein-
fach interpolieren und erweitern. Beispiele, die irgendwo in einem beruflichen oder
privaten Handlungskontext eine Rolle spielen, gibt es viele:

e  Preis und Menge: Ein Stiick kostet 2.50 Fr.; zwei Stlick ...; zehn Stiick ...

e  Prozente: 10% Rabatt sind 11.- Fr.; 20% ...; 40% ...

e  Zutaten und Anzahl Portionen: Fiir 4 Personen 300 g Reis; fiir 2 Personen ...; flr
10 Personen ... (fachrechnen: Kiiche)

e  Farbe und Flache: 1 Kiibel fiir 12 m2; 2 Kubel fir ...; 5 Kubel far ...

e  Euround Franken: 1 Euro kostet 1.25 Fr; 20 Euro ...; 100 Euro ...

e Distanz und Zeit: Fir 60 km eine Stunde; fiir 30 km ...; fiir 90 km ...

e  Flaschen und Packungen: In einer Packung 6 Flaschen; in 2 Packungen ...; in 3
Packungen ...

e  Benzinverbrauch und Distanz: Flir 100 km 6 Liter; ftir 125 km ...; fir 50 km ...

Allen diesen Beispielen gemeinsam ist, dass sie als Ausgangspunkt ein Verhéltnis ha-
ben, das durch den Kontext gegeben ist (Art der Packung, Art des Fahrzeugs, aktueller
Wechselkurs, Angaben im Kochbuch etc.). Dieses kann in einer tabellarischen Darstel-
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lung als Ankerzeile genutzt werden, von der aus andere ,,Zeilen” exploriert werden
kénnen:

Euro Franken
0.50
Ankerzeile 1 1.25
2.50

Diese Exploration kann in vier Richtungen erfolgen: In jeder Spalte sowohl nach unten
wie nach oben. Haufig fiihren dabei Verdoppeln oder Halbieren der Werte zu neuen
nutzlichen Wertepaaren.

Hier ein Beispiel aus einer Lernumgebung fur die Ausbildung zum Géartner/zur Gartne-
rin:

Diingen nach Etikette

Auf der Etikette des Diingers Nutriplus steht:
Nutriplus 18/5/10. Dosierung 4 kg/100 m’

. . 2 . .
Dummerweise ist lhr Rasen aber 55 m” gross. Wie viel
Diinger miissen Sie streuen?

Flache Diinger Schreiben Sie den Namen und
100 m? 4kg den Gehalt der Rasendiinger
auf, die Sie im Betrieb brau-
50 m’ chen. Finden Sie heraus, wie
hoch die (ibliche Dosierung
10m’ ist.

Berechnen Sie die notwendi-

gen Diingermengen fir Fla-

chen, wie sie in lhrem Betrieb
typischerweise vorkommen.

Erfahrungsgemass sind die Lernenden beim Bearbeiten solcher Aufgaben sehr erfin-
derisch und wahlen unterschiedlichste Strategien, bei denen sie sich wohl fiihlen. Eine
Lehrperson berichtet:

»Mit dem Instrument parallele Skalen liessen sich alle Aufgaben mit einer praxistaugli-
chen Genauigkeit 16sen. Wo sie genauer sein wollten, haben die Lernenden nach eini-
gem Herumprobieren anhand der Tabellen auch auf 1 Einheit zurlickgerechnet, um sie
anschliessend mit dem gesuchten Wert zu multiplizieren. Und so den Dreisatz ent-
deckt! Und sofort wieder vergessen!
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Diese Situation hat sich mehrfach wiederholt. Ich habe den Lernenden zwar jeweils
kurz erkldrt, dass sie soeben den Dreisatz entdeckt hatten und sich so jede der gestell-
ten Aufgaben ganz schnell |6sen lasse. Das hat sie aber nicht weiter interessiert und
ich habe nicht insistiert. Es schien mir wichtiger, dass die Lernenden den Spass am
Rechnen mit parallelen Skalen auskosten kénnen, als ihnen Neues zu zeigen, das sie
als Belastung empfinden.

Die Lernenden haben das Rechnen mit den parallelen Skalen intuitiv erfasst und hat-
ten Spass daran, auch neue Tabellen auszufiillen.”

Fiir Anspruchsvolle (1): Zusammenhange
zwischen mehr als zwei Grossen

Tabellarische Werkzeuge lassen sich auch auf Zusammenhange zwischen drei oder
mehr Grossen ausdehnen. Hier ein Beispiel fir den Farbverbrauch beim Malen:

Linge Breite Flache Farbeimer
(m) (m) (m?) (Anzahl)
Ankerzeile 4 3 12 1
2 12 1
8 1
6 1
9 1
4 6

Die Ankerzeile hat in diesem Fall eine etwas andere Form als bisher. Sie beschreibt
eine mogliche Form eines Wandstticks, welches sich mit einem Eimer Farbe Uberstrei-
chen lasst. Andere Formen mit derselben Flache lassen sich daraus durch ,,Strecken”
und , Kiirzen” gewinnen. Gleichzeitig ist noch eine vierte Grosse, die Anzahl Eimer,
erfasst. Verandert man die Grosse der Flache, andert sich natlirlich Anzahl Eimer ent-
sprechend.

Spannend ist folgende Tabelle, die im Unterricht fiir Elektromonteure zum Einsatz
kommt, und ebenfalls zwei Zusammenhange vereint.

U=RXI und P=UXI

Als Ankerzeile sind Werte in einer Grossenordnung eingefligt, wie die Elektromonteu-
re sie in ihrem normalen Berufsalltag antreffen (1A und 230V). Die Tabelle entspricht
den Ublichen Fragestellungen aus diesem Berufsalltag: Die Spannung ist gegeben (im
Haushaltbereich 230V) und ein Verbraucher mit einer bestimmten Leistung wird an-
geschlossen. Welcher Strom fliesst und muss abgesichert werden?
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P R | u
Ankerzeile 230 W 230o0hm 1A 230V
60W 230V
2000W 230V
2A 230V
5000hm 230V
10A 230V

Fiir Anspruchsvolle (2): Allgemeine lineare
Zusammenhange

In den bisherigen Beispielen war es immer so, dass wenn eine Grosse gleich Null war,
die andere Grosse ebenfalls Null wurde: 0 Liter Milch wiegen 0 Kilogramm; 0 Euro
kosten O Franken; fiir 0 m® Wiese braucht es 0 kg Dlnger etc. Es gibt aber auch lineare
Zusammenhdnge zwischen zwei Grossen, bei denen dies nicht der Fall ist. Beispiels-
weise entsprechen 0° Celsius nicht 0° Fahrenheit sondern 32° Fahrenheit.

Bei solchen Zusammenhangen wird das Arbeiten mit Tabellen zwar etwas komplexer,
es ist aber durchaus noch machbar und sinnvoll. Beispiele fiir solche Zusammenhange
lasen sich ebenfalls viele finden:

e Temperatur in Grad Celsius und in Grad Fahrenheit

e Stromkosten zusammengesetzt aus einem Grundbetrag und einer ver-
brauchsabhdngigen Komponente

e Fahrzeugkosten zusammengesetzt auf Fixkosten und variablen Kosten

e Der Fettgehalt einer Mischung aus zwei Milchsorten

Celsius Fahrenheit
Ankerzeile 1 0 32
10
Ankerzeile 2 20 68

Fir solche Falle werden zwei Ankerzeilen benétigt. (Im Fall der einfachen Proportiona-
litat bildet das Paar (0,0) die zweite Ankerzeile.) Die Interpolation zwischen diesen
beiden Zeilen ist einfach zu bewerkstelligen: Liegt ein Wert auf der einen Skala in der
Mitte zwischen den beiden Ankerzeilen, so liegt der entsprechende Wert auf der an-
deren Skala auch in der Mitte.
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Ein spannendes Beispiel fiir den Einsatz von Tabellen dieser Art ist die ,,Mischrech-
nung”. Dabei geht es beispielsweise (auch wieder bei den Milchtechnologen) um fol-
gende Frage: Gebraucht werden 800 Liter Milch mit einem Fettgehalt von 2%. Zur
Verfligung stehen Magermilch mit 0.05% Fettgehalt und Vollmilch mit 3.5% Fettgeh-
alt. Wie viel Milch jeder der beiden Sorten wird fir die Mischung benétigt?

Traditionell wird dies tiber das ,,Mischkreuz” berechnet (fachrechnen: Instrumente
modernisieren). Dabei wird folgender Zusammenhang genutzt.

TMB _ FA - Fgewi’mscht
TMA Fgewﬁnscht - FB

Umgangssprachliche formuliert: Das Verhaltnis der beiden Mengen entspricht dem
umgekehrten Verhaltnis der Differenzen zwischen den jeweiligen Fettgehalten und
dem gewiinschten Fettgehalt. Das ist intuitiv kaum nachvollziehbar und Lernende
haben traditionell auch grosse Miihe mit diesem Zugang.

Dabei liegt dem Ganzen ein einfacher linearer Zusammenhang zu Grunde. Verwenden
man fir die Mischung nur Milch der einen Sorte, dann entspricht selbstverstandlich
der Fettgehalt der ,,Mischung” dem Fettgehalt dieser Sorte. Damit sind die beiden
Ankerzeilen der folgenden Tabelle gegeben. Alle anderen Werte dazwischen lassen
sich linear interpolieren. Speziell an dieser Tabelle ist, dass nur zwischen den beiden
Ankerzeile interpoliert werden kann. Eine Extrapolation dariber hinaus ist sinnlos.

Vollmilch Magermilch | Fettgehalt
(Liter) (Liter) total
nur Magermilch 0 800 0.05%
200 600
400 400 1.775%
600 200
nur Vollmilch 800 0 3.5%

6 Formeln als elegante Zusammenfassungen von
Tabellen

Im privaten und beruflichen Alltag genligt im Allgemeinen das Arbeiten mit parallelen
Skalen den dort herrschenden Anforderungen — allenfalls unterstiitzt von tabellari-
schen Darstellungen. Lernende, die nicht dartber hinausgehen wollen oder kénnen,
kénnen trotzdem erfolgreiche Berufsleute werden.

Es spricht aber nichts dagegen, anschliessend an die Behandlung der Zusammenhange
in tabellarischer Form, Formeln als elegante Zusammenfassungen von Tabellen zu
thematisieren. Vorausgesetzt ist natiirlich, dass im Unterricht entsprechend Zeit vor-

fachrechnen.ch 17.04.2015


http://hrkll.ch/WordPress/vom-kopf-auf-die-fuesse/mathematische-werkzeuge/mathematische-instrumente-modernisieren/
http://hrkll.ch/WordPress/vom-kopf-auf-die-fuesse/mathematische-werkzeuge/mathematische-instrumente-modernisieren/

Hansruedi Kaiser — Fachrechnen vom Kopf auf die Fiisse gestellt
Tabellen statt Formeln

handen ist. V.a. bei Lernende, die spater evtl. die Berufsmaturitdt oder eine hohere
Weiterbildungen absolvieren mdchten, ist es gut, wenn sie sich damit auseinanderset-
zen.

Alle bisher aufgefiihrten Beispiele eignen sich dafiir. Dazu sind drei Schritte notig:

1. Abstrahierende Beschriftung der Kolonnen
2. Einfuhren/Einfugen eines Proportionalitatsfaktors
3. Ausformulieren des Bezugs zwischen den Grossen als Formel

Im Fall des Zusammenhangs zwischen Masse und Volumen bei den Milchtechnologen
kénnte das beispielsweise so aussehen:

Faktor
abstrahierende Volumen Dichte Masse
Beschriftung \" p m
Milch (Liter) kg/| Milch (kg)
1 1.032 1.032
100 1.032 103.2
1000 1.032 1032
Bezug zwischen den \" X p = m

Grossen

Wichtig ist dabei, dass das Darstellen der Zusammenhange als Formel nicht mit dem
Betreiben von Mathematik verwechselt wird. Devlin hat in seinem Buch ,, Das Mathe-
Gen“ (Devlin, 2003) fir die Funktion von Formeln eine schénes Bild gefunden. Er ver-
gleicht Mathematik betreiben mit Musik machen. Beides findet im Kopf satt. Die Mu-
siker haben die Notenschrift entwickelt, um das darstellen zu kdnnen, was beim Musik
machen im Kopf stattfindet. Zum selben Zweck haben die Mathematiker die Formeln
erfunden. Beides sind statische Zusammenfassungen von dynamischen Denkprozes-
sen.

Komplexe Mathematik kann man kaum ohne das Hilfsmittel der Formeln betreiben.

Die Mathematik, welche im beruflichen Alltag bendétigt wird, meist aber schon. Und

wie man nicht zwingend Noten lesen kdnnen muss, um Musik zu machen, muss man
nicht zwingend ,Formeln lesen” kénnen, um Mathematik zu betreiben.
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